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V prispevku je prikazan Pedersenov model mehanike po{kodbe kontinuuma ter eksperimentalno numeri~na dolo~itev snovnih
lastnosti materiala 42CrMo4 (ISO 683/1) za razli~na stanja obro~a le`aja velikih dimenzij. Model omogo~a simulacijo
elasti~nih in plasti~nih specifi~nih deformacij ter napetosti v odvisnosti od {tevila nihajev obremenitve. Model upo{teva
izotropno in kinemati~no utrjevanje oziroma meh~anje ter rast po{kodb materiala z ve~anjem {tevila nihajev. Po{kodbeni model
je integriran v numeri~ni model kon~nih elementov, s katerim je narejena simulacija odziva materiala in njena primerjava z
eksperimentom.

Klju~ne besede: aksialni le`aj velikih dimenzij, kotalni stik, malocikli~na nosilnost, po{kodba, plastifikacija

The article considers Pedersen's damage model and the experimental-numerical determination of the material parameters for
various states of bearing ring material 42CrMo4 (ISO 683/1). The model allows an evaluation of elastic and plastic strain and
stress distributions as a function of the number of loading cycles. The model includes isotropic and kinematic hardening or
softening and the evolution of damage with the number of cycles. The damage model is implemented into a finite-element code,
which has been assessed with respect to results of an experimental test.
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NOMENKLATURA

A nepo{kodovani prerez
AD po{kodovani prerez
D po{kodba
Dc kriti~na vrednost po{kodbe
E elasti~ni modul
Lijkl tenzor elasti~nih konstant
R izotropno utrjevanje
Ro mejna vrednost izotropnega meh~anja
R∞ trenutna mejna vrednost izotropnega utrjevanja
R∞,s mejna vrednost izotropnega utrjevanja
S odpornostna energija po{kodbe
Xij sredi{~e napetostnega prostora
X∞

(n) mejna vrednost koeficienta kinemati~nega
utrjevanja

b koeficient izotropnega utrjevanja/meh~anja
f napetostni potencial
k velikost elasti~nega obmo~ja
mn Ohno-Wang-ov snovni parameter
p primerjalna specifi~na plasti~na deformacija
pd za~etni prag po{kodbe

Λ velikost neproporcionalnosti

γ(n) stopnja kinemati~nega utrjevanja
εij tenzor majhnih specifi~nih deformacij
∆λ plasti~ni multiplikator
ν Poissonovo {tevilo
σ napetost
σy napetost te~enja
σmax

n najve~ja napetost v n-tem nihaju
σmax

s najve~ja napetost pri stabilizaciji

1 UVOD

Pri dolo~anju nosilnosti po~asi se vrte~ih aksialnih
kotalnih le`ajev velikih dimenzij s povr{insko utrjeno
te~ino s standardizirano dopustno trajno deformacijo 1 ali
priporo~ilom, ki dolo~a dopustno podpovr{insko nape-
tost 2, ne dobimo zadovoljivih rezultatov. Razlog je v
neustreznosti meril, ki ne upo{tevajo v celoti zna~ilnosti
kotalnega stika velikih kotalnih le`ajev. Tudi pri
dopolnjenem merilu dopustnih podpovr{inskih napetosti,
ki upo{teva malocikli~ne lastnosti materiala le`ajnega
obro~a 3, je prera~unana trajna deformacija le`ajne te~ine
od eksperimentalno izmerjenih rezultatov tudi do 100%
druga~na.
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Dolo~iti `elimo realno nosilnost kotalnega stika
velikih kotalnih le`ajev ob predpostavki, da realne
razmere zunanjih obremenitev povzro~ajo neenakomer-
nost porazdelitve zunanje obremenitve po obodu
kotalnih elementov in s tem trajno deformacijo te~ine
le`aja oziroma njeno plasti~no deformacijo. Zaradi tega
smo se odlo~ili za prera~un nosilnosti kotalnega stika ob
upo{tevanju mehanike po{kodbe, pri katerem sprem-
ljamo spreminjanje elasti~ne in plasti~ne deformacije ter
napetosti in nastanek po{kodb materiala kot funkcijo
velikosti in {tevila nihajev obremenitve 4,6,11.

2 MEHANIKA PO[KODBE

2.1 Mehanski princip

Po{kodbo si razlagamo kot nastanek mikropovr{in
oziroma mikroraztrganin, ki so posledica ve~anja {tevila
dislokacij, interakcij med njimi in poru{itev medatom-
skih vezi. Poru{itve in interakcije dislokacij povzro~ajo
nastanek povr{in, ki so glede na posamezne koordinatne
smeri razli~nih velikosti. Novo nastale povr{ine so torej
skupni u~inek mikropo{kodb pri volumskem elementu -
podobno kot specifi~na plasti~na deformacija, ki je
povpre~je ve~jega {tevila zdrsov. Efektivno oziroma
dejansko napetost v po{kodovanem materialu dolo~imo s
predpostavko (1), da se imenski prerez zmanj{a za
velikost po{kodovane povr{ine prereza 5:
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Koncept po{kodbe materiala je vgrajen v konstitu-
tivni model za majhne specifi~ne deformacije, ki jih
razdelimo na elasti~ni in plasti~ni del:
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kjer je zveza med napetostmi in deformacijami dolo~ena
z:
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Plasti~ne deformacije dolo~a zakon te~enja:
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Napetostni potencial 6 je funkcija napetostnega ten-
zorja in utrjevalnih komponent Xij in R ter po{kodbe
materiala D. Za izotermno stanje dT/dt = 0 je reolo{ki
model oziroma evolucijska ena~ba napetostnega poten-
ciala dolo~ena z 6,11:
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Z odvajanjem ena~be (5) dobimo:
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2.1.1 Kinemati~ni model utrjevanja

Kinemati~no utrjevanje opisuje tenzor Xij, ki dolo~a
sredi{~e napetostnega prostora. Upo{tevali smo evolucij-
ske ena~be, ki so jih predlo`ili Armstrong in Frederick 10

ter Chaboch 7,8,14,18.
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2.1.2 Izotropno utrjevanje / meh~anje

Material se cikli~no utrjuje ali meh~a, ~e se pri
procesu cikli~nega obremenjevanja povr{ina te~enja
ve~a ali manj{a. Pri simetri~nem enoosnem cikli~nem
obremenjevanju s kontrolo raztezka (konstantna ampli-
tuda raztezka) se amplitude napetosti pove~ujejo ali
manj{ajo. Pri konstantni amplitudi napetosti pa se
amplitude raztezka zmanj{ujejo ali ve~ajo. Zasi~enost
cikli~nega utrjevanja je enaka rasti plasti~nega raztezka.
Cikli~na krivulja σ-ε le`i nad monotono krivuljo σ-ε ali
pod njo 6.

Velikost povr{ine te~enja opisujeta skalarja R in k. R
je spremenljivka, ki opisuje izotropno cikli~no utrjevanje
oziroma meh~anje materiala. Za~etne vrednosti pri
cikli~nem utrjevanju so: k = σy in R = 0: Pri cikli~nem
meh~anju pa so: k = σy - R0 in R = R0. Evolucijska
ena~ba za spremenljivko R je podana v obliki:

& ( ( , ) &R b R q R= −∞ Λ λ (11)

kjer je b snovni parameter, ki dolo~a stopnjo
izotropnega utrjevanja ali meh~anja. Parameter R∞(Λ,q)
pa dolo~a mejo izotropnega cikli~nega utrjevanja ali
meh~anja 11,13.

Vpliv neproporcionalnosti obremenitve na cikli~no
utrjevanje ali meh~anje materiala smo privzeli po
Benallal-u 15. Skalar Λ je uporabljen za oceno velikosti
neproporcionalnosti obremenitve. Spremenljivka q pa
dolo~a pomik plasti~nega raztezka 12.

2.2 Mehanika po{kodbe kontinuuma

Mehanika po{kodbe kontinuuma obravnava po{kod-
be materiala pri cikli~nem obremenjevanju. Rast
po{kodb materiala lahko eksperimentalno dolo~amo na
ve~ na~inov 4,5,6. Pri plasti~no deformiranem materialu

R. KUNC ET AL.: DOLO^ANJE SNOVNIH LASTNOSTI MATERIALA ZA RA^UNANJE NOSILNOSTI ...

108 MATERIALI IN TEHNOLOGIJE 35 (2001) 3-4



pomenijo `e majhne spremembe elasti~nega modula
slabitev materiala zaradi rasti po{kodbe 5:

K = − ⋅( )1 D E. (12)

Nepovratno rast po{kodbe popi{e evolucijska ena~ba
4,11,16,17, ki upo{teva proporcionalni vpliv efektivne
plasti~ne deformacije na spremembo po{kodbe. Evolu-
cijska ena~ba za popis (modeliranje) krhke in `ilave
po{kodbe je podana v obliki:
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Mejo pD, pri kateri za~ne po{kodba nara{~ati, dolo~a
akumulirana plasti~na deformacija p 6:
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Teroteri~no pretrganje materiala nastopi, ko je
velikost razpoke enaka velikosti elementa; to je, ko
dose`e po{kodba D vrednost 1! V ve~ini primerov pa
nastopi pretrganje preostalega dela trenutno, kar
povzro~i padec kriti~ne vrednosti DC:
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u

= = ≈ −( )( ) 1
σ
σ

. (15)

3 EKSPERIMENTALNO DELO

Preizku{anci so bili izdelani iz malolegiranega jekla
za pobolj{anje 42 CrMo 4 (ISO 683/1; W.Nr. 1.7225).
Jeklo je bilo toplotno obdelano tako, da so imeli preiz-
ku{anci po toplotni obdelavi razli~no trdoto. Analiza
jekla je bila izvr{ena s kvantometrom ARL.

Natezno-tla~ni in cikli~ni preizkusi so bili izvr{eni na
univerzalnem hidravli~nem preizku{evali{~u Instron
1255, kjer smo podatke pridobili z merilnim sistemom
National Instruments. Raztezek je izmerjen neposredno
na preizku{ancu z dinami~nim merilnikom raztezka
"Dynamic Strain Gauge Ekstenziometer 2620-604",

obremenitev pa z natezno-tla~nim senzorjem sile Lebow
3.

Obliko preizku{ancev smo prilagodili tako, da so bile
koncentracije napetosti na prehodih razmeroma majhne.
Glavna os preizku{ancev je bila (slika 1) pre~no na smer
valjanja materiala.

3.1 Obremenitveni kolektiv

Najprej so bili narejeni monotoni natezno-tla~ni
preizkusi do poru{itve preizku{anca (slika 2) nato pa
vrsta cikli~nih enoosnih preizkusov s kontrolo amplitude
deformacije za dolo~anje cikli~nih parametrov materiala
(preizkusi pri razli~nih vrednostih amplitud deforma-
cije). V praksi zadostuje za dobro simulacijo odzivov
materiala `e manj{e {tevilo enoosnih cikli~nih preizku-
sov 11.

Da se izognemo lokalnem zo`enju premera merilne
dol`ine, je treba natezno tla~ni preizkus izvesti pri kon-
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Slika 1: Preizku{anec
Figure 1: Test specimen

Slika 2: Krivulje natezno-tla~nih preizkusov
Figure 2: Static tensile and compressive test

∆ε

Slika 3: Dolo~anje koeficientov kinemati~nega utrjevanja (kontrola
spec. deformacije: ∆ε = 1,0%, εsred = 0)
Figure 3: Determination of the kinematics hardening coefficients
(strain control: ∆ε = 1.0%, εmean = 0)



stantni amplitudi raztezka. Mehanske lastnosti materiala
so bile izmerjene pri temperaturi 20 °C.

4 REZULTATI

Kemijska sestava uporabljenega jekla je podana v
tabeli 1.

4.1 Dolo~anje snovnih parametrov

Obravnavani po{kodbeni model vsebuje 23 snovnih
parametrov. Ve~ino parametrov smo dolo~ili neposredno
z eksperimentom (tabela 2), druge pa po inverzni
metodi, kjer smo parametre spreminjali tako, da je bilo
ujemanje med numeri~nimi in eksperimentalnimi
rezultati ~im bolj{e.

4.1.1 Dolo~anje monotonih parametrov materiala

Osnovne parametre materiala, kot so elasti~ni modul
- E, Poisson-ovo {tevilo ν in napetost te~enja σy, smo
dolo~ili s standardnimi monotonimi enoosnimi natezno-
tla~nimi preizkusi (slika 2).

4.1.2 Dolo~anje malocikli~nih parametrov izotropnega
in kinemati~nega utrjevanja

Parametre za opis kinemati~nega utrjevanja smo
dolo~ili s cikli~no krivuljo σ-ε, dobljene s kontrolo

amplitude deformacije. Za razli~ne amplitude defor-
macije ∆ε dobimo po stabilizaciji histerezne zanke
ustrezne amplitude plasti~ne spec. deformacije ∆εp in
amplitude napetosti ∆σ (Slika 3).
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Parametri materiala γ1, γ2, γ3, X∞
1, X∞

2 in X∞
3 so

dolo~eni s prileganjem krivulje (ena~ba 16) z ekspe-
rimentalno dobljenim rezultatom. Isto~asno se dolo~i
tudi parametra R∞,s in k. Iz preizkusa je viden trend
zmanj{evanja maksimuma in minimuma napetosti v
odvisnosti od {tevila nihajev, kar pomeni, da se material
meh~a (slika 6). Ohno-Wang faktorje m1, m2 in m3

dolo~imo s korelacijo simuliranega odziva materiala z
eksperimentalnim. Pri tem uporabimo nesimetri~en
enoosni cikli~ni preizkus z lezenjem oziroma z zmanj{e-
vanjem srednje vrednosti napetosti (slika 8).

Stopnjo izotropnega utrjevanja ali meh~anja dolo~a
parameter b. Dolo~imo ga s prileganjem vrednosti iz
ena~be (17) glede na preizkuse s kontrolo amplitude
spec. deformacije ∆ε (slika 4):
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Tabela 1: Kemijska sestava jekla 42CrMo4 (v %)
Tabele 1: Chemical composition of steel 42 CrMo 4 (values in %)

C Si Mn P S Cr Ni Mo Cu Al Sn
42CrMo4 0,43 0,26 0,65 0,015 0,021 1,07 0,19 0,16 0,16 0,021 0,006

Tabela 2: Parametri materiala po{kodbenega modela za jeklo 42 CrMo 4, ki je bilo pobolj{ano na 462 HV
Tabele 2: Material damage model parameters of steel 42 CrMo 4, tempered to 462 HV

E σy ν b R∞,S R0 γ1 γ2 γ3 X∞1 X∞2 X∞3 m1 m2 m3 S pd Dc

195000 650 0,3 5 0 380 190 2000 15000 900 250 200 5 5 5 120 0 0,2

∆ε

∆ε
∆ε
∆ε

Slika 4: Dolo~anje koeficientov izotropnega meh~anja
Figure 4: Determination of the isotropic hardening coefficient

Slika 5: Dolo~anje funkcije rasti po{kodbe (kontrola spec. defor-
macije: ∆ε = 1,0%, εsred = 0)
Figure 5: Determination of the damage growth as a function of
accumulated plastic strain (strain control: ∆ε = 1.0%, εmean = 0)
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4.1.3 Dolo~anje po{kodbenih parametrov pri
malocikli~ni obremenitvi

Za opis po{kodbe potrebujemo tri materialne para-
metre: pd, S in Dc. Rast po{kodbe v odvisnosti od nihanja
obremenitve dolo~a sprememba elasti~nega modula
materiala. Povpre~no vrednost parametra S dolo~imo pri
razli~nih obremenitvenih kolektivih preizkusa in nape-
tostih σ ter rasti po{kodbe v odvisnosti od akumulirane
plasti~ne deformacije p 6 (slika 5):
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5 DISKUSIJA REZULTATOV

Po{kodbeni model smo vgradili v ra~unalni{ki
program, ki temelji na metodi kon~nih elementov 19,20.
Za razvoj programa smo uporabili splo{en simbolni
na~in 19,20, ki omogo~a izdelavo u~inkovite, kvadrati~no
konvergentne, implicitne numeri~ne sheme tudi v
primeru velikega {tevila evolucijskih ena~b in povezanih
nelinearnih sistemov. S programom smo analizirali
eksperimente (tabela 2).

Iz primerjave numeri~nih in eksperimentalnih
rezultatov je opazno zelo dobro ujemanje maksimalne in
minimalne napetosti v odvisnosti od {tevila nihajev
obremenitve (sliki 6 in 8) kakor tudi velikost in obliko
histereznih zank (sliki 7 in 9). Zmanj{evanje amplitud in
srednje vrednosti napetosti na za~etku obremenjevanja
(do stabilizacije histereznih zank) dobro opi{eta simu-
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∆εε

Slika 7: Potek histerez σ-ε (kontrola spec. deformacije: ∆ε = 1,0%,
εsred = 0)
Figure 7: Comparison of σ-ε hysteresis (strain control: ∆ε = 1.0%,
εmean = 0)

∆εε

Slika 9: Potek histerez σ-ε (kontrola spec. deformacije: ∆ε = 1,4%,
εsred = 0,5%)
Figure 9: Comparison of σ-ε hysteresis (strain control: ∆ε = 1.4%,
εmean = 0.5%)

∆εε

Slika 8: Potek amplitud napetosti (kontrola spec. deformacije:
∆ε = 1,4%, εsred = 0,5%)
Figure 8: Peak stress vs. number of cycles (strain control: ∆ε = 1.4%,
εmean = 0.5%)

∆εε

Slika 6: Potek amplitud napetosti (kontrola spec. deformacije:
∆ε = 1,0%, εsred = 0)
Figure 6: Peak stress vs. number of cycles (strain control: ∆ε = 1.0%,
εmean = 0)



lacija izotropnega meh~anja in kinemati~nega utrjevanja.
Po stabilizaciji histereznih zank oziroma po zmanj{anju
vpliva kinemati~nega in izotropnega utrjevanja ima
glavni vpliv na napetostno-deformacijsko stanje rast
po{kodbe materiala. Ve~anje po{kodbe povzro~i rahlo
zmanj{evanje amplitude napetosti vse do kon~ne
poru{itve.

6 SKLEPI

Za dolo~anje realne nosilnosti po~asi vrte~ih se
aksialnih kotalnih le`ajev velikih dimenzij s povr{insko
utrjeno kotalno te~ino potrebujemo prera~un nelinear-
nega napetostno-deformacijskega stanja v le`ajnem
obro~u. Numeri~ni prera~un z upo{tevanjem mehanike
po{kodb zelo dobro opi{e nelinearni odziv materiala na
malocikli~no obremenjevanje tako po velikosti amplitud
deformacije in napetosti kakor tudi po obliki histereznih
zank.

Z mehaniko po{kodbe `elimo izra~unati velikost
podpovr{inskih deformacij in napetosti kakor tudi
po{kodbe osnovnega in utrjenega materiala na meji
povr{insko kaljene plasti. S tak{no analizo nameravamo
dolo~ili kriti~na mesta in {tevilo obremenitvenih ciklov
do nastanka po{kodbe ter dobiti oceno o hitrosti {irjenja
po{kodb.

Za modeliranje realnih razmer kotalnega stika je
treba dolo~iti po{kodbene parametre za celoten prerez
le`ajnega obro~a. To pomeni dolo~itev parametrov za
povr{insko kaljeno plast te~ine in tudi zmanj{anje
napetosti v osnovnem materialu obro~a le`aja pod
kaljeno te~ino.
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